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複合多項式の画像データ圧縮への応用

秦野和郎 固 河 瀬 聡 *

Applicatio阻 ofComposite Poly目。臨ials

加 ImageData Compression 

Satoru KA:羽TASEand Kazuo HATANO 

With th巴 dev巴lopementoi personal computers， it becomes that the degital image data 
are widely handled in many areas. Usually， a 1品rgeamount storage is required to sav巴 an

image data， that is， it is expensive to handl巴 theirn乱gedata. To reduce this costs， rnany 

data compression techniqu巴shave been investigated. 

In this paper， we propose札 datacompression scheme based on the com posite poly-

llomials. Th巴 digitalimage data are considered to be the sarnpled data of IUllctions with 

filliもelymany discolltinuous pOilltS. Low frequellcy components are represellted in terms of 

discrete Fourier coeffi.ciellts and high frequency components are represented in terms of jump 

discontinuities of th巴functioll

1. はじめに

ノマーソナルコンビュータの普及に伴って多くの分野

で画像データが取り扱われるようになってきた。ディ

ジタル画像データを格納するには非常に大きな補助記

憶装置を必要とする。例えば， 640 x 400画素の 1600

万色の画像データは，一枚当り 768KBの容量を必要

とする。

画像データはこのように大量のデータとなる反面，

冗長性が高い。従って適切な圧縮過程により，データ

量を大幅に縮少し得る可能性がある。

本論文では複合多項式を用いて変換処理法の系統に

属する一手法を提案している。

画像データをある関数の等間隔離散点上における値

であるとみなすと，その関数は画像におけるエッジな

どに対応した幾つかの不連続点やカスフ。を持つような

関数である。ここで，関数に存在する不連続点やカス

プなどの不連続性に着目して，なるべく少ない個数の

パラメータでその関数を表現できれば画像データの圧

縮が実現されることになる。

不連続点を持つような関数を少ない誤差で近似する

方法にスプライン関数を使う方法がある。しかし，こ

の方法ではノマラメータの扱いが難しい。もう一つの方
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法に複合多項式，即ち三角多項式と区分的多項式との

和を使う方法がある。この方法は FFT(高速 Fourier

変換)を使って得られた離散 Fourier係数を関数の不

連続性から得られる数値によって修正することにより

低周波の部分から急速に収束する係数を得る事が出来

る。したがって，この係数の絶対値の大きい部分だけ

と関数の特徴量から元の関数を近似することが出来る

ため，データ圧縮が可能になる。

本論文では，実際のデータを使って上の方法を検討

し，簡単な例を用いて実験を行い高い圧縮比が得られ

ることを確認したので報告する。

本論文の 2.では複合多項式について，孟.では一次元

データを使って本方法の原理を説明している。 4.では

二次元の画像データに適用する方法について述べる。

2.複合多項式について

本章では複合多項式をデータ圧縮に適用しうる可能

性をみるために，その性質について述べる。

周期討を持つ，与えられた周期関数 f(x)は

0= Xo < Xl < ... < Xc-l < xc = 27r )
 

司
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で不連続であるかも知れないが，これらの点を除けば
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十分に滑らかであるとする。このとき f(x)は，

f(x)こトo(f)

+玄{日J(f)cos jx十 bj(f)SillJX}， 
とおくと，三角関数の選点直交性から

n N-1 

匂(f)=主主 f(1;r)仁川T

:0三J三N/2-1 

(3) 

:J主0，(吋削 jJ:d

bJ(f)=71~z)町 xdx
(8) 

n N-1 

vJ(f) =会主f(ふ)司llJふ

1三j三N/2

:J主1

とフーリエ展開される。式(3)に部分積分を適用して

式を整理すると下式が得られる(フーリエ係数の漸近

展開式)。

である(中点則に基づく離散フーリエ変換)。式(8)に

式 (2)を代入して得られる折り返しの式

(9) 

也j(f)= aj(f) 

+玄(ーll{akN+J(f)+ akN-J(f)}ぅ

匂(f)=句(f)

+玄(ーl)k{bkN+J(f)-bkN-J(f)} 

にフーリエ係数の漸近展開式，式 (4)を代入すると次

の式 (10)，(11)を得ることが出来る。

式 (9)の右辺第二項のみに代入すると，

(4) 

(10) 

を得る。これは，離散フーリエ係数内(f)，vJ(f)はフー

リエ係数日J(f)， bJ(f)に上式の第二項以降を加えたも

のであることを示している。

次に式 (9)の右辺の第一項，第二項に代入すると，

UJ(f) ，ら(f)は次式のように表される。

寸中61(去討)z忌トト拘叫o(川f
ヤ 2(会)51(f;z)COSJZ

叶83(付去引柑)辺E忌子トトト叫叫州叫山2メMμ(υω(f;xれμ;戸Xi)同5臼m

廿~ ( N川t;去討か)f州

一占か炉Jん1(去引)z忌》ト均叫0“山川川(υω山山fのμ仇川;戸山川z釘叫i)μC叩 z

+ 走炉判Jら刈2べ(去討)z》叫叫(μ )同s位1川

叶63(古川 )c叩

-fi九(N寸)州

j E??ω叫0川(

→ 玄むω1(fげf;戸z町叫州山山i)c川)μ同同C印cos凶E戸

叶z忌》トトω凶叫州2メ2(fυfμ )凶s臼1

一;弘可{討~勺リπ勺Vf〆戸(σ3め吋旬川)刊ヤ(い帥z吋)判 d凶吋x}'

一4;z?Pω叫0川(

→ 三忌ω山 )SillJXi 

叶Zω2(f;Xi)C叩

-l fv(3)(z)C081zdzl 
宵 υo ) 

日J(f)= 

ち(f)= 

f(ν)(Xi-) -f(ν)(Xi+) 
ν(f; Xi) =一一一一

7r 
(5) 

ここで叫(f;Xi)は不連続点，X，におけるν次微係数

の跳躍量をπで割った値である。

このように aJ(f)， bJ(f)は， 1-1で減少する項， j-2

で減少する項，そして j-3以上で、減少する項に分解す

ることが出来る。

つぎに，Nは偶数であるとして区間 [0， 27r]におけ

る等間隔離散点を

(6) 
:0く T く N.

it=山 ) 0く r< N-1 

とおく。ここで f(x)の不連続点ぉ :0壬z三c-1は，

上式のふー 0<r < Nのどれかに一致するとする。 Xr

の各点、はふの中点となるように定義している。

f(x)の九での値 f(企r)を
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である。

次に，式(10)の右辺第四項が十分に小であると仮定

して 2次補正された離散フーリエ係数を次のように定

義する。

1&3(t; x)1壬守3(X)，Is3(t;x)1壬i'3(X)

zth(会)忌川Sl川
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Jν(X) =ヤ(ーが{ー土-
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+(1)Yν1 一
(k一X)γνJ

出)=トε(_1)k { n. ~ ~ ¥v 
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+， ~-l)~J ー，

(k -x)V J 

=手(ー1)k-L
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: 0 < X < ー

ここで

(20) 

このとき，

=吋3(会)忌2(/;Xi) sinjx 
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: 0 < X < -. 0 < t < 21f 

である。上式において
(14) 
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である。

次にこれらの関数の幾つかの性質について述べる。

はじめに，子1(X) ，ち(X)は，

ぶ ksin( k + X)t 
Y3(t;X) = ): (-1)一 一 一 一k-∞ (k + x)3 ' 

手 kcos(k+x)t
s3 ( t; x) = ): (-1)一一一一一

kf二 (k+ x)3 

O<X三jjO主任 21f

s3(t;X)= 



22 愛知工業大学研究報告，第26号s，平成3年， Vo1.26-B， Mar.1991 

などを使うと

laj(J) -aj(l)1 

三ム~ ~ c63 ( ~T ) Ilf(2)11∞ 
lV v 7r l ¥ lV / 

+珂3( ~T ) 11[<め11∞i
Ibj(l) -bJ(I)1 

¥川 /' J (22) 

壬ム~ ~ c63 (討 11[<2)11∞
lV v 7r l ¥ lV / 

+川会)11州∞)
となる。すなわち， 2次補正された離散フーリエ係数

の誤差は O(N-3)程度である。

さらに，式(11)の右辺第三項が十分に小であると仮

定して 2次修正された離散フーリエ係数を

匂(J)=也j(l)

十(会)忌0(1町)叫

-J王手'2(計三ω1(1;町)cos jXi 
μ 、日〆 i=O (23) 

ん(1)=ち(1)

十 (去引曜)混2》ト同叫州(υ印 川f点;

+九(去討)5忌》叫1川町

と定義する。このとき

匂(J)

-叶'3(会)忌2(1町)sin jx 

-1f~3fNt;引 [<3)(t)dt ~ ， 

竹(1)
JO ¥ lV / J (24) 

=時(会)忌2(1;Xi) COSjXi 

-;弘」九(N町1; 去討)戸戸州3め吋)刊)(t)d

である。これから式(22)を得たのと同じようにして

|同附附品匂引W刷Jバρ川(υωf乃似)

+ 計均3( ~T ) Ilf(3)11 ∞ ~ ， 
t q  JHノ / 司 、 ) (25) 

Ibj(l)1三京;:1C九(会)11[<2)11∞

+均(会)IIP)II∞)
を得ることができる。さらに，

(門会)=同3出〉7〈 1 1 う八 (判

N3t3 ¥N) =戸+万吉川主j
などを使うと， 2次修正された離散フーリエ係数は

O(j-3)でその絶対値が減少することがわかる。

この性質をデータ圧縮に応用する。

3. データ圧縮の原理

データ個数 640個(N= 640)， 8ビット (0壬fr壬

255)の一次元データを例としてデータ圧縮の原理を説

明する。

3・1 データ圧縮の手順

本方法では，データを圧縮するのに次の手]1慎を実行

する。

1. fr 0壬r:s 640(= N)から Xi(不連続点)， 

ω。([;Xi) ，ω1([; Xi)(関数値，微係数の跳躍量の

定数倍)を推定する。

(a)下の条件を用いて，不連続点を検出する。こ

のとき，不連続点と不連続点との聞に 3個程

度以上のデータが入るようにする。また， 2 

つのしきい値To，T1，こは適当な値を与える。

i. 1兵一 fr-11主九のときιをXiの候補と

する。(不連続点の検出)

ii. l(lr-1 - fr-2)一(lr+1-fr)1とむのとき

ふを Xiの候補とする。(カスプの検出)

(b) fi-3 ，[i-2 ，[i-1を使って最小二乗近似直線を

得て f(Xi一)，f'(Xi一)を計算する。

また， kfi+1，[i+2を使って最小二乗近似直線

を得て f(Xi+)，f'(Xi+)を計算する。これら

を使ってω0([;Xi) ，ωl(1;Xi): O:S i三c-1 

を求める。

2. fr : 0 :S r :S N -1から FFTを使って，式 (8)

で与えられる離散フーリエ係数匂(1): 0三j壬

319(= NJ2 -1) ，ち(f): 0三j壬320(=NJ2)を

計算する。

3.ω0([; Xi) ，ω1(1; Xi) : 0三i三c-1及び，式(19)

で得られる匂(1)，ち(1): 0 :S j壬n-1を計算す

る。ここで nは，式(23)で得られる匂(1)，bj(l) 

を零と見なし得る程度にとる。

上の手順において得られた各数値は，全て 2バイト長

にしている。

以上で 640個の 8ビットデータが，

1. 3 X c偲の 2パイトデータ [Xi，ω0(1;Xi) ，ω1(1; Xi)) 

2.1+2x(n-1)個の 2バイトデータ [aj(f)，bj(f)) 

の2つの要素lこ圧縮される。

元のデータを再生するときには，次の手順を実行す

る。

1. 3 X c個の 2バイトデータ [Xi，ω。(1;x;) ，ω1 (1; Xi)) 

と1+ 2 X (n -1)個の 2パイトデータ [aj([)， 

bj(f))を式(19)，(23)に代入して離散フーリエ係

数釘([)，ち(1)をすべて (N=640)計算する。ここ

で，式 (23)を使うとき匂(1)，bj(f)は零とおく。
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~1 原データ f(xr)

(札)32uJ(f) (b) 32ち(f)

図 2 原データのフーリエ係数Uj(f)ん(f)

2.逆 FFTを用いて元のデータfrを再生する。

3・2 計算例

640個の 8ビットデータで 6個の不連続点を持つよ

うなデータを作り，上のデータ圧縮の手)1債を適用して

みた。

原データ f(xr)を図 1(こ示す。ここで，N = 640， 

c = 6である。図は横車由に 1'(0から 639までの整数値)， 

縦軸に振幅 (0から 640までの整数値)をとり，原点、を

左下にしている。

式 (8)を用いて f(xr)の離散フーリエ係数匂(f)， 

vJ(f)を求めたのが図 2である。横車由に j(Oから 320

の整数値)をとっており，縦軸にはUj(f)vJ(f)を32倍

したものを士100の範囲のみを図示している。この図

のように，大きな jに対しでもその絶対値はゆっくり

としか減少していない。

図3は， 0壬j三7(=n-1)に対しては式 (19)で与

えられる匂(f)，bj(f)を求めた値，J三8(=n)に対し

野河...

鱒酔@

""  11' 11"" '" " """"""， r-r.‘"・・・ "'11・E・"・"'"・"..，"

(a) 32aj(f) (b) 32bJ(f) 

図 3・補正されたフーリエ係数匂(f)，bJ(J) 

図 4 復元された原データの近似値 h(xr)

ては式 (23)で与えられる匂(f)，bj(f)を求めた値を示

している。図のように Jと8に対しては零と見なし得

る程度にまで減少している。

ここで式 (19)， (23) において用いたω。(J;Xi) ， 

ωl(f;Xi)，O::; i壬5(=り は 3・1の1.で求めた

値を使っている。

したがって，保存するデータは[不連続点の位置，関

数値，微係数の跳躍量)[Xi，ωo(f;Xi) ，ω1(f; Xi)] ，0三

z壬5の 18個のデータと匂(J)8個，bJ(J)7個の補正

された離散フーリエ係数， 15個のデータだけですむこ

とになる。

つぎに，保存されたデータから式 (19)，(23)をつ

かって離散フーリヱ係数を 640個すべて求め，これを

逆フーリエ変換して原データを復元したものが，図 4

に示した h(xr)である。

図 5は原データ f(土r)から復元したデータ h(Xr)を

引いたものを土10の範囲のみを図示している。

このように原データと復元データとの誤差は土 2 
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~ M-1 

48(ト孟芸人.cos iXr 

: 0 :::; i三M/2-1， 
~ M-1 

48(ト孟芸人.sinixr 

1三i壬M/2

:0<s<N-1 
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図 5:原データと復元されたデータとの差分

f(xr) -h(xr) 

の範囲に収まっており良好なデータ圧縮・復元結果が

得られた。 )
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画像データへの適用

2.， 3.では複合多項式を用いて一次元データを圧縮

する方法を述べた。本章では，これを拡張して二次元

データを圧縮する一方法を提案する。

4. 

(33) 

~)f)= 主L)f)

す九(去)
玄 ωO(G.;Xk，.) sin iXk，. 

古 T2(主)
乞 ω1(G.;Xk，.) cos iXk，. 

弘 .(f)=弘 .(1)

す九(金)
乞 ωO(G.;Xk，.) COS iXk，. 

ーが(金)
玄 ω1(G.;Xk，.) sin iXk，. 

:m三t三M/2-1，0壬s壬N-1 

及び，

画像データ圧縮の方法

この方法は，一次元データへの手法を二度実行する

ものである。

対象とする画像データは， X， Y方向の等間隔離散点

をそれぞれ
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(27) 
: 0:::; r壬M-1，(£ zZ(T+j) 

IJ. =手(s+D :0<s<N-1 

ん"= f(xT>仏)

:0壬T壬M-1，0壬s:::;N-1 

としたとき，

(28) 

と与えられるとする。まず， 0壬s:::;N-1に対して

(29) 

であるような関数，G.(x)の不連続点 Xk，8' 関数値及

び微係数の跳躍量， ωO(G.;Xk，.) ，ω1(G.;Xk，.) : 0壬

k壬C'(s)-1を算出する。ここでG.(X)は，

:O<r<M-1 G.(Xr) = fr，. 

を計算する。実際には m を適切にとれば，式 (33)は

無視し得る程度の大きさになるはずであるから計算す

る必要はない。

o = xO" < X1，.く.• • < Xe(.)-1，.く Xe(.)，.= 2宵

(30) 

を除けば十分に滑らかな関数であるとする。

次に，実FFTをN回適用して
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)
 

nu 
q
d
 

(
 

品 ，j(l)=品川(1)

寸81(会)
2二ωo(ei;Yk，i) cos jYk，i 

ーが(去)
Lω1(ム;Yk，i) sin j Yk，i 

主主，j(l)=主主i，j(l)

が1(会)
乞 ω0(5i;Yk，i) sin i1ik，i 

ーが(会)
乞 ω1(5i; Yk，i) cos jYk，i 

主主<，j(l)=弘，j(1)

サ81(会)
LωO(土;れ，i)cos jYk，i 

ーが(会)
2二ω1(主;Yk，i)町 jYk，i

:0三j三n-1， 0壬i壬m-1

複合多項式の画像データ圧縮への応用

Gi(仏)=弘.(1)

であるような関数ei(y)の不連続点 Yk，i，関数値及び

微係数の跳躍豊川(Gi;Yk，i) ，ω1(Gi; Yk，i) : 0三k壬

ゆが)-1を算出する。ここでC;(y)は，

(34) :0<s<N-1 

以上は横方向への庄縮過程である。

次に0::;i壬m-1に対して

o = YO，i < Y1，i < . . . < Yq，(i)ー1，i< Yq，(i)，i = 27r 
(35) 

を除けば十分に滑らかな関数であるとする。全く同じ

ように

(36) 

であるような関数え(y)の不連続点。k，i，関数値及び微

係数の跳躍量ωO(5i; Yk，i) ，ω1(5i; Yk，i) : 0::; k三妙(i)-

1を算出する。ここで5i(Y)は，

:0<s<N-1 5i(Y，) = bfi)1) 

o = YO，i < Y1，i < . . . <叫(i)-l，i< Y世(i)，i= 2宵

(37) 

を除けば十分に滑らかな関数であるとする。

再び，実FFTを 1+ 2 x (m -1)回実行して

を計算するo

n を適切にとれば，計算手)1慣が容易に類推される

盆 i，j(l)，主主i，)(I)等は無視し得る程度lこ小さくなる

ので計算する必要はない。

以上の手)1慣により，MxN個のデータル" : 0壬T三

M -1，0壬s壬N -1が，

)
 

n
x
u
 

q合
υ(
 

1式 (39)で与えられる (2m-1) x (2n -1)個の

係数，

M-1 

2.3 x Lゅ(i)個の横方向の不連続点の位置，関数

値及び微係数の跳躍量，

n N-1 

fJill.;，j(l) =オ主主L)乃c吋 s

:0三j:三N/2-1， 
n N-1 

仏 ，j(l)=会主弘，(1)町 jy，

:1壬J壬N/2
n N-1 

&"，j(l) =奇L二i弘」L4ム，，，(占山，言 0 

:0壬j::;N/2-1，
r内、 N一1

i包比主ι4ι..)
，=0 

: 1壬j::;N/2 

0<i<m-1 

N-1 

3.3 X Lψ( i)個の縦方向の不連続点の位置，関数

値及び微係数の跳躍量，

計算例

以上の手順でどの程度のデータ圧縮が可能になるの

かをみるために，一つの例でシミュレーションを実行

し期待されるような結果を得ることが出来た。

に圧縮される。

4・2
(39) 

を計算する。

適当な n<<:.Nを定めて

比，j(f)=弘，)(1)

守1(会)
ゆが)-1

LωO(ム;Yk，i) sin jYk，i 

ーが(会)
L w1(ei;Yk，i)cosjYk，i 
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図 6・原画像

図 7 復元画像

図6に，原画像を示す。原画像の大きさは 640x 400 

画素であり，各画素は R，G， B各 8ビットで構成さ

れている。デ タサイズは 768KBである。

図7が原画像を圧縮した後，復元した画像である。

ここで横方向への圧縮過程における不連続点の検出

に用いたしきい値は，関数値及び微係数の跳躍量に対

してそれぞれ 10，3としている。また，縦方向の圧縮

過程においてはそれぞれ 80，24としている。

不連続点の位置，跳躍量のデータサイズは横方向，

縦方向に対してそれぞれ43776，15160バイトである

(一つのデータは 2ノてイトにしている)。補正された

フーリエ係数のデータサイズは 7922バイトであるか

ら?全部で 111KB強になった。したがって，圧縮比

はほぼ 7: 1となっている。

原画像と復元画像の画質の差異は，原画像の階調変

化が緩やかな部分において復元画像では多少の階調変

化の乱れが認められるが，全体としては殆ど、区別がつ

かない程度である。

5. むすび

データ圧縮の一手法を提案し，一つの例でその有効

性を確かめた。不連続性やカスプの個数がデータの個

数に比較して少なければ，本方法により高圧縮比が得

られるはずである。しかし，実際の画像データはノイ

ズを含んでいるので，その処理が重要である。ノイズ

と不連続点とを識別するためには二次元情報を必要と

する。すなわち，画像のエソジが他の所につながって

いるかを検出しながら，不連続点やカスプを見い出さ

なければならない。これらの技術は既に多くの文献に

現れているので，そのような手法を筆者らの方法にど

のように取り入れるかを今後検討したいと考えている。

本方法では多数の数値計算を必要とするために多く

の計算時閣を必要とした。そこで，計算時間を短縮す

るためのアルコリズムの開発を必要とする。また，こ

の方法では圧縮されたデータの冗長度は考慮していな

いため，平均符号語長を短縮する手法のハフマン符号

化法などを用いれば、さらに高い圧縮比が得られる事が

期待される。
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